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Fiir den Charakter ye einer Darstellung der endlichen Gruppe G 
durch Matrizen iiber einem Kijrper R der Charakteristik Null wird die nte 
Frobeniusoperation #” definiert durch 
Pd4 = d4, s E G, n eine natiirliche Zahl. 
Das Ergebnis I/PQT ist, wie schon Frobenius zeigte,l ein verailgemeinerter 
K-Charakter von G, also ein Element des Charakterringes R,G: 
v% = c %X, zx E z; 
hier ist iiber alle irreduziblen k-Charaktere x von G zu summieren. Die 
xx berechnen sich aufgrund der Formel 
wobei noch fiir (x, & die folgenden Gleichheiten bestehen: 
ix, x)c = I G 1-l c x(4 XW = 4x1’ = Nxl: 4 
LEG 
Deren letzte sieht man so ein: man adjungiert zungchst zu K eine primitive 
/ G Ite Einheitswurzel 5, dann ist fiir jeden irreduziblen K(l)-Charakter 7 p 
(7, $‘)G = 1 G j--l c ~(“1 +-l) = 1 
xsc 
1 Frobenius [3], such: End [I]. In Sektion 1 dieser Arbeit wird der Beweis wieder- 
holt. 
9 NLmlich: k(c) ist, zufolge des Brauer’schen Induktionssatzes (Serre [S], II) ein 
ZerflillungskBrper der Gruppenalgebra kG.-Die irreduziblen k(S)-Charaktere van G 
sollen kiinftig such “absolut irreduzible” Charaktere genannt werden; desweiteren sei 
RG = Rr<<)G. 
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richtig; ist nun 7 eine irreduzible Komponente von x E R,G C RG, so 
stellt sich x in RG dar als 
mit 6, als Galoisgruppe des Korpers K(x) = Q(x): x E G) iiber K und 
dem Schurindex s,(x) :== S,(T) von 7 iiber J2;3 also resultiert wegen der 
Orthonormalitat der 7”: 
(XT x>c = %(XY . [k(x): 4. 
Es ware aus vielerlei Griinden sehr wiinschenswcrt, die Zerlegung von 
@y in die irreduziblen k-Charaktere x, also die ganzen Zahlen zX , explizit 
angeben zu konnen. In der vorliegenden Arbeit sol1 eine in dieser Richtung 
sehr spezielle Frage angegangen werden: Welche Eigenschaften mu13 die 
Gruppe G (in Abhangigkeit von n) haben, damit die z, alle nichtnegativ 
sind ? Setzt man 
R,+G = fC n,,x, 0 < nx E 21, 
x 
so ist also die Frage, wann 
y%“R,+G C R,+G 
gilt. Hierbei sieht man zunachst, da13 ohne wesentlichen Nachteil fur die 
Allgemeinheit rz 1 1 G / vorausgesetzt werden darf, weil namlich einerseits 
fur die Hintereinanderausftihrung zweier 4 die Exponentenregel 
gilt, andererseits aber #* im Falle (4, / G I) = 1 lediglich eine Permutation 
der irreduziblen K-Charaktere bewirkt, also sogar 
erfiillt ist. 
yPRBfG = R,+G * 
Eine weitere (fiir die Beweise) niitzliche Bemerkung ist die, da0 die 
Voraussetzung t,PRfG C RfG sicher such t,PR,+G C R,+G fiir einen be- 
liebigen Korper k der Charakteristik o erzwingt, denn RfG n R,G = R,+G. 
ERGEBNISSE. 
(1) z,PRk+G C RkfG * (x E G: ZP 3 1 mod N) 4 Gfiirjeden Normal- 
teiler N c~ G. 
3 Huppert [4, 17. 
a Ein Beweis folgt in Sektion 1. 
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Ftir M = I hat man ein genaues Kriterium: 
niimlich (XT 5 G: P =- l} 4 G, gtizzau wenn 
gilt mit dem Charnkter p der reguliiren Darstellung van G.5 
Hier tut sich ein Zusammenhang mit der Frobenius’schen Vermutung 
iiber die Lijsungen der Gleichung x’” = 1 in G auf: “ist deren Anzahl 
genau n, so bilden sie eine Untergruppe.” Dies kann allerdings nicht 
bewiesen werden, aber schwacher: 
(2) Die Gleichung x’” = I habe genau R Ltisungen in G. Es seien weiter 
die Grade aller absolut irreduziblen Chamktere von G prinz zu n. Dann ist 
die L~sungsschar eine Untergruppe (und zwnr eine abelsche). 
Die nkhsten beiden S&e behandeln im Hinblick auf die Exponentenregel 
der ~4 zwei Extremfalle: 
(3) Es sei n. prim zu / G l/n. Genau damz gilt $J’~R,+G C R,+G, wem~ 
(x E G: x’$ = 1) 4 G. 
Das beinhaltet, da13 die Normalitat einer Sylowuntergruppe von G, und 
damit also die Nilpotenz einer Gruppe, durch die Frobeniusoperatoren 
ausdriickbar ist. 
(4) 1st G direktes Produkt von reguliiren p-Grz~ppen,~ so gilt 
$pR,+G C R,c+G. 
1. ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN DER #” 
LEMMA 1. Q!P+ E R,G. Genauer: @p, ist ein ganxzahl&es Poly~om in den 
GruJ3112anlzcharakteren A$ xu 9.7 
Denn ist x E G fest gewahlt, und die Darstellungsmatrix @‘a , die p,(x) 
bestimmt, (fiber dem K&per k(c)) auf Diagonalgestalt gebracht, 
5 p(x) = 0 falls x ;f- 1, p(1) = 1 G 1. 
’ Im Sinne Hall’s? vgl. Huppert [4, III]. 
’ 1st V der Darstellungsmodul zu q~ und AT’ die GraRmannalgebra iiber dem 
k-Vektorraum I;‘, so tragen die i-ten Bestandteile 11°F eine natiirliche G-Wirkung; 
die zugehljrigen Charaktere merden mit h”gj bezeichnet. 
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so folgt 
(zpylJ)(x) = q?(x”) = w.lfi + ... + a!,“; 
dies ist ein symmetrischer, ganzzahliger Ausdruck in den 01, folglich ganzzahlig 
durch Monome in den elementarsymmetrischen Funktionen der o! aus- 
driickbar. Die elementarsymmetrischen Funktionen der 01 sind die (h$)(x), 
und weil also mit q~ such /\$ E R,G, folgt die Behauptung. 
BEISPIEL. ~(1) = 2. 
@p(x) = a12 + cK22 = (Lx1 + a,)2 - 2cc,a, = q?(x) - 2(X7y)(x), 
@p(x) = a13 + Lx23 = (011 + %j3 - 3(q + 4 o”p2 = v”(x) - 3&%)(4. 
Die folgenden drei Eigenschaften sind ohne weiteres klar: 
(i) p ist ein Ringhomomorphismus von R,G in sich. 
(ii) @ ist natiirlich als Transformation des Funktors R,-. 
(iii) @‘v f @’ modp * R,G, p Primzahl. 
Eigenschaft (ii) beinhaltet insbesondere: 
(1) p rcsHG = resHC 5j?, wobei resHG: R,G + R,H die Restriktion 
der R-Charaktere von G auf die Untergruppe H ist 
(2) z/PR+(G, X Ga) C R+(G, X Ga), falls pR+G; C R+Gi (i = 1, 2).’ 
LEMIVI.~ 2. (n, j G I) = 1 =s- @,y ist irredmibel fiir jedes k-irreduzible x. 
Nehme dazu zunachst x als absolut irreduzibel an und bemerke, daB 
gilt, also da0 
RG = R,(,,G 
tpx=f 
ist, falls c den Automorphismus von Q(S) bezeichnet, der 5 ti 5” bewirkt. 
Die Gleichung #“x = xG iibertragt sich nun auf beliebige x E RG und 
damit such auf R,G. 
Im Falle 5 E k hatte man such direkt schlieflen kijnnen (n5mlich mit 
Hilfe des Skalarproduktes): 
(?-@x, FX)G = (XT X)G = 1, 
da die Zuordnung x ti x” eine eineindeutige Selbstabbildung von G auf 
sich ist. 
8 Huppert [4, V]. 
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FOLGER~NG 1. Sei H ein.e einen Normalteiler N Z’OR G enthaltezde URter- 
gvu@e ha G mit (n, / G: N 1) = 1. Dann ist folge&es Diag~amm kommutatiz: 
iHG = 1nduxierw.y eon DarsteElungen 
Len H nach G). 
I v I 
R,H -A R,H 
Wegen der Natiirlichkeit der #I” und der Vertauschbarkeit der 
Induzierungsabbildung i mit den von surjektiven Gruppenhomomorphismen 
G + G,I’N erzwungenen Ringeinbettungen R,GIN + R,G, darf beim Beweis 
ohne Einschrankung N -= 1 angenommen werden, also (n, 1 G 1) = 1. Dann 
ist qP” ein Galoisautomorphismus u von R,G (resp. R,H), und der ist 
trivialerweise vertauschbar mit i. 
Auf die Voraussetzung (n, 1 G/N 1) = 1 h -arm nicht verzichtet werden; 
z.B. ist der Charakter p = iI” der regularen Darstellung von G offenbar 
nicht invariant unter $I” falls 1 # n 1 / G /. &her scheint keine allgemeine 
Formel bekannt zu sein, die piHG mit iHG#” verbindet. 
FOLGERUNG 2. Es sei 4 ein abelscher Normalteiler van G mit zum Iudeex 
1 G: d 1 teilerfremder Ordrzung 1 A I. Dann gilt: #nR,+G C R,+G fiir n [ j A i. 
Nach dem Zassenhaus’schen Satz existiert ein Complement H zu A$ in 6, 
G = A . N, A n H = 1. In Abhangigkeit von diesem N la& sich die 
Charaktertafel von G (iiber h(c)) wie folgt beschreiben: Jedes absolut 
irreduzible x ist induziert von einem Charakter x0 einer geeigneten Unter- 
gruppe A . &, von G (H,, < N). Ein primitiver absolut irreduzibler Charakter 
von -4H0 , also einer, der nicht nichttrivial induziert ist, hat die Form 
i- . A, mit einem linearen Charakter 7 von AH, (der auf H, trivial ist) und 
einem Charakter A,, , der auf 4 trivial ist, so dal3 also A, als Charakter von 
HO aufgefal3t werden kanns Man wende nun Lemma 2 auf H,, an und 
beachte sowohl #PT = T” als such die 1. Folgerung. 
Spater wird sich zeigen, da13 die Kommutativitat von 9 entbehrlich ist, 
falls n = ! A 1 gesetzt wird. 
FOLGERUNG 3. Sei wieder A abelscher Normalteiler in G, (1 A /, j G/A 1) = 1 
und2/jA/. D am ist jedel, reellzverti’e, ahso& irreduxible Charakter reel1 
(dh. s&q) = 1 fiir jedes absolut iweduxible x con G). 
9 Serre [5, II]. 
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Denn es gilt (fiir beliebiges G)l”: 
i 
0 falls x nicht reellwertig, 
wx, 1)G = 
I 
1 falls x reell, 
-1 falls x reellwertig, aber nicht reell. 
SATZ 1. @R,+G C R,+G => (x E G: .F z 1 mod N) Q G fii~ j,d~lz Nor- 
malteiler N von G. 
Der Beweis ist einfach: Wegen der Natiirlichkeit der p kann man sich 
zunschst auf N = 1 beschrsnken. Da nun alle @x E R,+G, also Charaktere 
von Darstellungen sind, sind ihre Kerne 
(x E G: c,Pzx(x) = x(1)) 
Normalteiler in G. Die L6sungsschar von X’” = 1 in G ist der Durchschnitt 
aller dieser Kerne (X irreduzibel). 
Will man nur fiir G selbst die Aussage: (x E G: x7’ = l} 4 G, so reicht, 
wie der Beweis zeigt, als Voraussetzung: “#“cp E R,+G fiir einen treuen 
Charakter ye E R,+G” (woraus aber weder “yPRk+G C R,+G” noch 
“@+ E Rk+G fir jedes treue $’ folgt). Whit man speziell fiir y den Charakter 
p der regul8ren Darstellung von G, so ergibt sich sogar eine Aquivalenz. 
SATZ 2. ~qzkva1en.t sind 
(a) (x E G: xn = l} Q G. 
(b) pp E R,+G. 
(c) &n=1 x(x) > 0 fiir alle irreduxiblen x E R,G. 
(d) Crnazl x(x) = 0 jiir alle iryeduziblen x, die auf {xn = I} niclzttrivial 
shad. 
Beweis. 1st U = {x E G: xn = I> Untergruppe von G, so ist das Skalar- 
produkt (resuG X, l)(i l1 eine nichtnegative ganze Zahl, folglich ist such 
(v% x)G = 1 G 1-l c P@-“> XC”) = I G I-’ c I G I x(4 
CEG 2EU 
= zu x(4 = I LT I (resuGx, llu 
ganz und nichtnegativ. Da13 als Ergebnis sogar Null herauskommt, falls 
x nichttrivial auf {x” = I} ist, liegt an der Normalitst von U: entweder 
( resuG X, l)cr = 0 oder resuGX = x(1) . 1.12 
lo Schur-Frobenius [6]. 
I1 Hier steht 1 fiir den Einscharakter van LJ. 
I2 Huppert [4, V]. 
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Bemerkung. Wichtig an der Bedingung (c) ist, da8 ohne jede Voraus- 
setzung jedenfalls schon Crfi=r x(x) E 2 ist, weil ja 
man hat also nur die Nichtnegativitat zu priifen, urn {,a+’ = 13 als Cruppe 
zu entscheiden. So weiB man bei beliebigen Teilmengen MC G, die 
Vereinigung van vollen Konjugiertenklassen aus G sind, und die das 
Einselement von G enthalten, erst dann, daB sie Untergruppen sind, wenn 
die folgenden drei Bedingungen fur alle absolut irreduziblen x erfiillt sind: 
(9 ELM x(4 E Z. 
(iij CxEAI x(.x) = 0 mod 1 M [. 
(iii) x 7;.EM x(x) 3 0. 
Denn, im Falle M ist Untergruppe, hat man 
zM x(4 = I M I (resicfG x, 1)~ ; 
umgekehrt, sind die drei Bedingungen erfiillt, so ist die Kiassenfunktion 
(auf G mit Werten in k) 
4wGU)W1) := ;pG ,,, ,l,f / 
ein Element von R,+G: 
und damit ihr Kern, namlich JII-~, eine Untergruppe. Nun ist II,-~ = M, 
da iIblG(l) nur reelle (sogar: ganzzahlige) Werte annimmt. Man kann iibrigens 
vermuten, daB (iii) dabei entbehrlich ist (jedenfalls ist das in ahen dem 
Autor bekannten Beispielen der Fall). Ein Beweis dieser Vermutung diirfte 
jedoch groRe Schwierigkeiten machen: vgl. dazu die Bemerkung am SchluB 
des 2. Paragraphen. 
BEISPIEL zu SXTZ 1 UND 2. Q = (41, +i, i-j, +kl sei die Quaternionen- 
gruppe mit 8 Elementen. Man vergleiche untenstehende Aussagen an der 
Charaktertafel von Q tiber C, den komplexen Zahlen. 
I 1 -1 42 d& zttj 
--___ 
11111z 
71 1 1 -1 -1 1 
72 1 1 1 -1 -1 
7-3 1 1 -1 1 -1 
X 2-2 0 0 0 
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(a) yPx = x’ - 2 = r1 + ~a + ~a - 1 6 RfQ, aber x ist treu. 
(b) #ap = 2(1 + 71 + 1 + ~a) E R+Q und (9 = l} = {&l> 4 Q. 
(c) 1 fN~Q*Q/Nabelsch =-(xa=lmodN}~!Q. 
2. $Pp 
hWVIA 3. Teilt n die Gruppenordnun., so gilt: t,Pp = 0 mod n . R,G. 
Das Lemma stammt fur 5 E k schon von Frobenius (und wird heute 
iiblicherweise mit Hilfe des Brauer’schen Induktionssatzes bewiesen), die 
Teilbarkeit von $~“p durch n in RkG wurde zuerst von Solomon beobachtet.13 
EineKombination der Solomonschen Beweismethode und der z,,P ermijglichten 
End13 einen recht einfachen Beweis des Lemmas (d.h. ohne Verwendung 
von Brauers Satz); hier sei das Ergebnis ein weiteres Mal, und zwar diesmal 
ganz elementar, hergeleitet: 1st n = mim, mit (mi , mz) = 1, und ist die 
Behauptung fur mr und nz, gezeigt, so folgt sie fur n: 
#“p = z,!Fz,IY”~~ = 0 mod mzR,G 
= s,PI,P~ = 0 mod m,R,G. 
Sei daher jetzt n = pm, / G j = pYm, p 7 m, 01 < 9’. Der Beweis geschieht 
durch Induktion nach Q: (mit dem Induktionsanfang ry = 0); und es sei 
bereits ein q E R,G gefunden mit 
Anwendung von QP und Ausnutzung von @p= qP mod pR,G 
#pap = pa-h& E p”-lp mod p”R,G 
zeigen, daB F” = 0 mod pRR,G zu beweisen ist. Nach Definition von q~ 
ergibt sich das so: 
(q~“, x)G = j G 1-l C QY(x-l) x(x) = 1 G I-1 C q+(x-l) x(x) 
.ZE G .p-I,, 
= p”(l) 1 G 1-l c x(x> = y”(1) 1 G 1-l (~y”-l~, x’)G 
= ~“(1) I G I-l~a-l(v> X>G ; 
dabei ist der p-Wert ~~(a) des Koeffizienten a = @‘(l) 1 G /-ip*-l 
wenigstens 1: 
~zu&) = w,(yJP(l)) - 9 + a! ~- 1 = p(P - (a - 1)) - 9 + 01 - 1 
=p(.Y - (a - 1)) - (9 - (cx - 1)) > 1. 
I3 Frobenius [3]; Huppert [4, 17; Feit [2]; Serre [S, II]; Solomon [7]; End [l]. 
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1st nun r, E Z (resp. ux E Z) der Koeffizient von 40 (resp. 9”) beim Basiselement 
x E R,G, so folgt also: 
FOLGERUNG 1. Die Anxalzl der Lijsungerz von A? = 1 z1z G & ein ITieielfaches 
von n. 
Denn die ist gleich (@p, 1)c . 
FOLGERUXG 2. Fiir derz Sclzurinde?c s&) des absolut iwedzmibbw x gilt: 
Sk(x) / lin . x2,&-r x(x). 
Sei dazu rat x = So CoEe)-, x0 derjenige irreduzible R-Charakter, in dem 
das absolut irreduzible x voriommt, und sei weiter a, der KoefBzient ron 
l~#?zp beim Basiselement rat x. Dann gilt: 
a&rat x, rat xjG = (~M%J, rat XL = Sk(x)Kx): WlPnf, X>G 
= axsdxW(x) : 4. 
SATZ 3. Falls n j 1 G 1, und die Anzalzl der L6sungen von X” = 1 irz G 
genau n ist, falls ferner die Grade alley absolut imedukblen x teilerfremd xzd iz 
sind, ist die Lkmgsschar eine Untergruppe. 
Man hat dazu (q?p, & > 0 zu priifen. Nun ist (mit der Abkiirzung 
“r ,- q)” fiir “s ist konjugiert zu x0”) 
l/x(l) . 2 x(4 
x-2 
eine ganze algebra&he Zahl,r* also Z.;:=, x(x) = (pp, x)~ = 0 mod x(l); 
zusammen mit Lemma 3 
c X(X) EZ 0 mod q(l). 
zn=l 
Da nun genau n Summanden zu addieren sind, von denen alle dem Betrage 
nach Q(l) sind, und da x(1) selbst vorkommt, resultiert die Behauptung. 
Es folgt iiberdies, daR es sich bei C := (x” = 1) urn eine abelsche 
Untergruppe handelt. Denn der Grad jedes absolut irreduziblen Charakters 
17 von U teilt die Ordnung von zi: wHre jetzt ~(1) + 1 fur ein 71, so w&hle ein 
absolut irreduzibles x E RG mit 0 f (x, iuGq)o . Wegen des Frobenius’schen 
Reziprozitatsgesetzes l5 k%me dann -q in resCTG x vor, und, da t; o 6, bestande 
I1 Serre [S, II]; das ist im wesentlichen die Aussage: x(l)1 1 G /. 
I5 Huppert [4, V]. 
364 JtiRGEN RITTER 
die irreduzible Zerlegung von resUGX aus lauter Charakteren vom gleichen 
Grad q(l), folglich kiinnte ~(1) nicht prim zu n sein. 
Es zeigt sich, daB die Frobenius’sche Vermutung als Spezialfall der 
im 1. Paragraphen aufgestellten Vermutung erscheint: teilt TZ die Gruppen- 
ordnung, und hat die Gleichung X” = 1 in G genau n Lijsungen 
(x1 )... , x,} = M, so ist 
(9 LM x(4 = (PP, X)G E Z 
(ii) Crefil x(x) = (VP, &- = 0 mod n = j M /, 
also sind die dortigen ersten beiden Voraussetzungen erfiillt. Gleichzeitig 
sieht man, daD such diese Vermutung jedenfalls dann richtig ist, falls 
(x(l), j flJ I) = 1 fiir alle absolut irreduziblen x gilt. 
3. DER FALL: n / 1 G 1 & (n, / G i/n) = 1 
SATZ 4. Sei 1 G 1 = nm mit (n, m) = 1. Dann hzd iiquivalent: 
(i) {x E G: a+ = I> 4 G, 
(ii) pR,+G C R,fG. 
Der Beweis beruht auf folgender SchluBkette: 
@R,<+G C R,+G + c,Pp E R,+G + {x E G: x” = I> Q G 
k- PR’G C R+G =s @R,+G C Rk+G, 
in der lediglich die mit ! gekenntzeichnete Implikation noch offen ist. Setze 
zu deren Verifikation U := {x E G: x” = 1) (I G. Wegen der 1. Folgerung 
aus Lemma 3 gilt II 1 j U /, wegen der SylowsHtze (/ IT/, nz) = 1, da ja 
(n, p)z) = 1; also ist / U / = n. Folglich existiert nach dem Zassenhaus’schen 
Satz ein Komplement H < G zu U in G, G = UH, U n H = 1. Fiir 
den absolut irreduziblen Charakter x von G ist resHG x E RfH, also 
resHG(@x) = Z/J” resHG x E R+H, 
denn (n, j H 1) = 1. Bezeiclmet j: R+H + R+G die kanonische Einbettung 
(zur natiirlichen Surjektion G - H geharig), so gilt 
j(res23G @x)(4 = Px(Q SE 77, tEH. 
Kann man also noch zeigen, da13 #“x konstant auf jeder Nebenklasse von U 
ist, so hat man 
yPx = j(res, G Z/Q) E R+G, 
und damit die Behauptung erreicht. 
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Sei nun 
Man will x(s”) = x(t”) fur alle absolut irreduziblen x zeigen, und hat 
dazu also nachzupriifen, ob xn und tn in G konjugiert sind. Da die von s 
erzeugte zpklische Gruppe (2) sicher nilpotent ist, la& sich x zerlegen in 
das Produkt seines n- und -m-Bestandteiles: 
Dabei ist si schon Element von U; die Zerlegung von x2 in UH sei x, = set, . 
Es folgt: x = (xi& = st, also t, = t. Somit schadet es nichts, wenn bei 
der Untersuchung, ob x” = x2n zu t” konjugiert ist, xl = 1 angenommen 
wird. Dann aber gilt: 
un (x) =I 1, U . (x) = U . HI mit HI = H n U (x). 
Nach der Konjugiertheitsaussage des Zassenhaus’schen Satzes sind (x) und 
HI konjugierte Untergruppen (in G): und also folgt die Existenz eines 
y E C mit: IVY = y-?xy E H. 
Da, modulo U gerechnet, xv = (st)” = t mod U, mu13 x.7~ = t sein. Q.E.D. 
4. REGULBRE P-GRUPPEN 
Eine p-Gruppe G heiBt regular, falls fiir alle x, y E G 
xPy” = (xy)” JJ rl,” 
mit geeigneten di E (x, y)’ gilt. 
HILFSSTZ.~~ (i) / G / < pP + G reguliir-. 
Sei nun G regul&. Dam: 
(ii) Jede Untergmppe ist reguliir. 
(iii) x9 = 3’” * (xy-1)P = 1. 
(iv) ~=~(G)={~~:~EG}QG;Q=Q(G)={~EG:~Q=~}QG. 
SATZ 5. G sei reguliire p-Gruppe. Dam gilt: yPR,+G C R,+G. 
I6 Hlxppert [4, III]. 
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Beim Beweis niitzt man die monomiale Struktur der Charaktertafel 
(tiber einem Zerfallungskorper K(c) von G) der p-Gruppe G a&‘: jedes 
absolut irreduzible ,y ist von der Form 
mit geeignetem U < G und geeignetem linearen Charakter T von 77. Will 
man also (++, x)o > 0 fiir y E R+G nachweisen, so reicht es, zufolge der 
Frobenius’schen Identitat 
und wegen der Erblichkeit der Regularitat auf Untergruppen, x als linear 
vorauszusetzen, also (nach Anderung der Bezeichnungsweise) 
fur alle absolut irreduziblen x und alle eindimensionalen T zu beweisen. 
Dazu wird wiederholt der eingangs zitierte Hilfssatz verwendet: 
(Px, T>G = I G 1-l C x(x”) +-‘) 
XEG 
= 1 G 1-l c 1 x((yx)“) T(X-l) ~(y-l) 
wG/S2 ZER 
= 1 G 1-l ,& x(Y”> T(Y-‘) xi +-‘) 
I 
0 falls resoG 7 # 1, 
= 1 Q I/[ G 1 * c x(y”) T(y-l), sonst. 
WGIQ 
Man sieht, da13 ohne Nachteil fur die Allgemeinheit noch resaGT = 1 
angenommen werden darf. Das hat zur Folge, da13 durch 
T&C*) = T(X) 
eine Funktion T,, von fl in k(c)X definiert ist, womit, unter Beachtung der 
Bijektion 
xmodQ+&‘: G/Q++0 
das zu berechnende Skalarprodukt (@‘x, T)c gleich 
I iy 1-l ;Dx(4 To(+) = (resoG x7 T&J 
I’ Huppert [4, V]. 
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wird. Dies ist sicher dann nichtnegativ, wenn TV sogar Ckarakter von d 
ist, wenn also 
~oc%%) = T&l) fob%), ,zl , zz E u, 
gilt. 
Dazu reduziere man zunkhst die zu beweisende Homomorphieeigenschaft 
von ~~ mit Hilfe des Hilfssatzes iiber regukre Gruppen auf 
(H) ~~(t”t,“) = 1 fiir t, t, E G’: 
ill setze %I = .qp, x2 = x2? 
~~(2~) To(z2) = 7(X1) 7(X2) = T(X1~2) = To((Xy~2j”) = Ta(~I”~q’t”) 
mit geeignetem t E G 
(4 setze .zj’ = x14qp, xl1 = ZPtD: 
(&yj” = (x-1)” XPt,” = ~@JzPpt,” = p&P (es existiert t, E G’), 
T&l) T&$) = To(X”tP) = To(xp) = T(x) ‘(+) T(Z) = T(.Z-‘X) T(X) 
= To(tptI”) T&+?$). 
Die Gleichung (H) sieht man nun so: G’ ist regukr, also existiert ein ZI E G’ 
mit tPtlP = up, folglich: ~~(t”t~~) = T(u) = I. 
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